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ZUSAMMENFASSUNG 
Die Orundlage dleser Arbelt blldet eln Artlkel von 
P. Kustaanhelmo una E. Stiefel [2]’), in welchem elne zur Re- 
gularislerung der dreldlmenslonalen Keplerbewegung geelgnete 
Abblldung angegeben 1st. Durch Zusammensetzung jener Trans- 
formation mit zwel Inversionen k a M  elne Abblldung konstrulert 
werden, welche die simultane Regularlsierung der belden Slngu- 
larltlten lm rtiumllchen restrlngierten Dreikorperproblem er- 
dglicht und damlt als dreidlmenslonale Verallgemelnerung der 
Blrkhoff-Transformation [6] angesehen werden kann. Das zuge- 
horlge Dlfferentialglelchungssystem ist neunter Ordnung; wlrd 
elne zehnte Integration In Kauf genommen, so lasst slch mlt 
derselben Transformation aueh das elllptlsche restrlnglerte 
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V 
1. DIE RAmTMLICHE BIRKHOFF-TRANSFORMATION 
J 
1 .l. Die Abbildung von Kustaanheimo und Stiefel 
Anschliessend an eine Arbeit von P. Kustaanheimo fiber Spinor- 
reguLarisierung 1 1 3  IAOLCU P. Kustaanheimo und E.Stiefe1 in 
[ e ]  die gestorte Keplerbewegung im Raume regularisiert. Die 
dazu verwendete Abbildung vom vierdimensionalen Raum R4 auf 
-Ion dreidimensionalen R a m  R', die wir kurz  KS-Transformation 
xennen wollen, hat mit konformen Abbildungen viele Eigenschaf- 
ten gemeinsam. 
In diesem Abschnitt sollen die wichtigsten Formeln iiber die . KS-Transformation kurz wiederholt und gleichzeitig einige Be- 
zeichnungen und Begriffe eingefiihrt werden. 
v Sei U Z  -(cc'/ LCI, %, ".)3 ein m k t  in R4. Sein Bild- 
bei der KS-Transformation & punkt 
ist durch 
y =(a4, X,, X ,  ) E 8 
definiert, was wir symbolisch auch a i s  
schreiben wollen. Damit gilt 
- 10 - 
uberfiihrt, so werden durch alle Punkte 
( 8  1 - u, -f-&. 
3 aUf denselben Punkt von R abgeblldet, well b e l 4  
konstant blelbt. Es gilt also 
~5 -pcx 
( 9 )  4% - diu - kf$y,. 
4 Eln allgemelner Punkt von R3 hat demnach vlele Urbllder In R 3 
ledlgllch der Nullpunkt und der unendllch ferne Punkt von R 
haben nur Je elnen Urblldpunkt. 
3 
Im ZUSammenhang mit der KS-Transformation nennen Wlr die 
Drehungen (7) automorphe Transformationen lm Raume R 3 dlese I 4 
In R4 die Polarkoordlnaten plcc/p/r durch 
eln, so kann ( 1 )  auch als 
geschrieben werden. 
Bezelchnet 4 die Drehung, weLCheyden festen Punkt 
L& - UfP ) %,o , L”,, > Ley,, ) R in den Punkt k.4 I 
- 11 - 
b 
bilden eine kontinuierliche, eiriparametrige Gruppe, denn es gilt 
i 
was man mittels (7) leicht bestatigt. Die Bahnkurven, welche 
die Punkte von R bei den automorphen Transformationen be- 
schreiben, sollen im folgenden Fasern in R4 genannt werden. 
Alae Punkte einer Faser in R' werden durch die KS-Transfor- 
mation auf denselben Punkt von R3 abgebildet. 
4 
" 
Mit der Matrix 
4 -u, - u s  a. 
. (11) 
u+ -ur u, -u, 
J 
Lasst sich die KS-Transformation im Kleinen als 
darstellen, falls durch die unterste Xomponente von (12) die 
nichtholonome Bedingung 
(13) ~ ~ d u , - ~ , d ~ + ~ , d u , - ~ ~ ~ = ~  
zwischen den Differentialen du, 
Polarkoordinaten (5) nimmt dlese Bedingung (im folgenden 
Nebenbedingung genannt) die Gestalt 
gefordert wird. In den 
- 12 - 
Die Matrix K ist e i n  Vie l faches  e i n e r  orthogonalen und 
norrnierten Matrix, d.h. s'ie h a t  d i e  Eigenschaft  
wobei K' d i e  Transponler te  von kf und L? d i e  Einhei t smat r ix  
bedeute t .  
gerneinert  or thogonal .  
Eine so l che  Matrix vom Typus 4 nennen w i r  v e r a l l -  
1st d i e  quadra t i s che  Matrix A vera l  Lgerneinert or thogonal ,  
s o  ist d i e  N(A) von A durch d i e  zu (14) analoge 
G l  e i c  hung 
(15) A> - AA' = N64I.E 
d e f i n i e r t .  Fur s p a t e r  s e i  h i e r  noch d i e  "Norrnenproduktregel" 
f u r  veral lgerneiner t  or thogonale  Matrizen erwahnt: 
Sind d i e  Matrizen A, , A, veral lgerneiner t  orthogonal,  S O  g i l t  
(16) fl(A, A,) - N(A,) * NfA,) 
was l e i c h t  aus  d e r  D e f i n i t i o n  (15) d e r  Norm g e f o l g e r t  werden 
kann . 
Fur d i e  Norm von /'( e r g i b t  s i c h  aus  ( 1 1 )  
NfN) - u; +u: + u: -f u: ; 
damlt f o l g t  aus  (12) d i e  wicht ige  Beziehung 
dx: .f cfz; -f. A,' 
= 4(u;+u: +u; i U*I)(&;t ALcf + &;* ah;) ~ (17) 
d i e  jedoch nur  r i c h t i g  ist, wenn d i e  D i f f e r e n t i a t e  du, d i e  
Nebenbedingung (1 3 )  e r f i i l  Len. 
Der l i n e a r e  dre id imens iona le  Raurn d e r  vom Punkt L& # (qo, qo) 
ausgehenden Vektoren , welche zusamrnen m i t  & d i e  Neben- 
bedingung ( 1 3 )  e r f i i l l en ,  s t e h t  or thogonal  auf  d e r  durch 
- 13 - 
f 
gehenden Faser mi- w l r d  durch d w--lkettreu auf R3 abgeblldet. 
Dagegen verdoppelt die KS-Transformation den Wlnkel zwlschen 
den vom Nul lpunkt ausgehenden Vektoren u = (U,, Uar ua, u, ) und 
a* I (u/, ua*, u,*, a:) wenn die Beziehung 
* * u,u:- u,ua .f l4u, - u,u*"- 0 
gilt. 
Die Umkehrabblldung von ( 1 )  ist gegeben durch 
x, + r 
uf+ u*L = 2 
-X ,  c r  
u:+u; = 2 
Nebst dem besonderen Verhalten der KS-Transformation l m  
NulLpunkt sind es vor allem ihre Konformltatseigenscharten, 
welche diese Abbildung zur Regularisierung der Keplerbewegung 
geeignet maohen. Dies wird besonders an der Form des Ausdrucks 
in den f+ 
der Konformltat von & glelchbedeutenden Beziehung (17) llsst 
sich die kinetische Fnergie in den % wieder als Quadrat- 
summe schreiben. 
fur die kinetische Energie deutlich. Dank der r n i t  
Daher soli auch zur Losung von weiteren dreidimensionalen 
Regularisierungsproblemen an der Konformitat der Abbildungen 
(lm Slme der KS-Transformation) festgehalten werden. 
- 14 - 
1.2. Inversionen 
Um weltere konforme Abblldungen vom Typus der KS-Transforma- 
tlon zu konstruleren, schicken wir elnlge Bemerkungen fiber 
vollstandig konforrne Abblldungen in hoher dimensionalen R h -  
men voraus. 
Nach dem Satz von Liouville slnd im n-dimensionalen Raum 
(n > 2 )  die Elemente der durch die Translationen, die Rotatio- 
nen und die Splegelungen an n-dlmensionalen Sphlren erzeugten 
Transformationsgruppe G die einzlgen konformen Abbildungen . 2 )  n 
In dleser Arbeit werden kelne Rotatlonen gebraucht. W l r  
beschranken uns deshalb auf die Diskussion der Transformatio- 
nen aus einer Untergruppe von G" . Die Elemente der Unter- 
gruppe werden hier Inversionen genannt. 
Sei Y - (X, , . . . , y1.) ein variabler, - (a,, ,. . )q) 
ein fester Punkt im n-dimensionalen euklidischen Raum 
(n = 2, 3, .. .), ebenso sei 
bler, ,& - (p,, . . . , fib) 
Raum 
durch die Gleichungen 
Rn 
& - (3,. . . , yr) ein varia- 
ein fester Punkt im euklidlschen 
T". Elne Inversion Ya von Rn nach T" 1st gegeben 
h - 7 , 2 , . .  . ,n , 
wobel 
ist. a heisst der Radius, 5 das Zentrum der Inversion 7 7  
-~ ~~ 
2) 
Orientierung um. Wir gehen hier aber nicht naher darauf eln, da 
dieser Effekt spKter durch die Zusarnrnensetzung von zwei Spiege- 
lungen aufgehoben wird. 
Die Spiegelungen an den n-dimensionaten Spharen kehren die 
- 15 - 
.' . 
Als Bildpunkt von A=& fiihren w i r  in T" den unend- 
t llch fernen Punkt eln. FUr n = 2 1st der so erwelterte Raum 
dle Rlemannsche Zahlenkugel . Die Raumstruktur (beziiglich Win- 
kelmessung) i m  unendlich fernen Punkt wird als Abbild der 
Struktur im Zentrurn y-6 bei der Inversion (19) definiert. 
Ebenso fiihren w l r  In 
wlrd dli roh 2" P U ~  der, Rnkt -E abgebiidet. 
Rn den unendllch fernen Punkt eln; dleser 
Aus (19) folgt sofort 
weshalb die Inversionen auch Abbildungen durch reziproke Radien 
ergibt slch nun zu 
IC 
.I genannt werden. Die Umkehrabbildung von 3 
was formal rnit (19) iibereinstirnrnt. 
Be ze i c hne t 
von R" bei J" 
-g -(&, . . . , yh) den Blldpunkt des Nutlpunktes 
SO gilt die Beziehung 
die leicht durch Einsetzen von (23) und (19) auf der linken 
Selte bewlesen werden kann. 
c 
Die Inversionen 7" bilden die Klasse der k-dimensionalen 
@ selbe Klasse in T ab. Ein eleganter und verallgemeinerungs- 
Hyperspharen und Hyperebenen (k=1.2,. . .*n-l) In 
fXhlger Bewels fiir n=3 ist in 141 zu finden. 
Rn auf die- 
a 
.. 16 - 
Durch die Inversion 7" werden die Differentiale At 
gemass der Linearen Abbildung 
e - 4  
in die Differentiale d! transforrniert. Die Koeffizienten 
(d;; 
nalmatrix A - (aAc) der Inversion 7: 
Drehstreckung; die Matrix A ist somit verallgemeinert ortho- 
gonal. Zur Bestirnmung ihrer Norm multiplizieren wir die Matrix 
A m i t  ihrer Transponierten und finden 
ist das Kronecker-Symbol) sind die Elemente der F'unktio- 
Wegen der Konforrnitat von T-ist die Abbildung (25) eine 
woraus 
folgt. Fiir das zur Transformation (19) gehorende Bogenelement 
findet man daraus 
wobei A durch ( 2 0 )  definiert ist. 
- 17 - 
L 
1.3. Herleltung der B,-Transformation 




welche entsprechend den Punkt (X, .) X, XJ) E: /? In den 
Punkt 
dung 
( K )  za, z,) 6: 8' transformlert, so stlmmt die Abbll- 
(Eu+ 2) , deflnlert durch das Schema 
mlt der KS-Transformation k iiberein. Dies folgt durch Eln- 
setzen von (1 )  und (28) In (29) unter Verwendung von ( 3 ) .  
Wlr wollen daraus elne Folgerung zlehen. Die KS-Transforma- 
tion 1st wlnkeltreu (In der in 
allen Punkten des euktldlschen Raumes R~ 
werden gewlsse Winkel verdoppelt; er 1st eln "unkonformer Punkt" 
der KS-Transformation. Da die Inverslonen 2 und Null- 
punkt und unendllch fernen Punkt vertauschen, folgt aus der 
oblgen Elgenschaft, dass der unendllch ferne Punkt von 
fiir 4 
1.1. deflnlerten Art) In fast 




eln unkonformer Punkt vom Typus des Nullpunktes 1st. 
- 18 - . 
Wir wollen nun die KS-Transformation mit geeigneten Inver- 
sionen zusammensetzen, so dass die entstehende, Abbildung zwel 
im Endlichen gelegene unkonforme Punkte hat. Auch deren Blld- 
punkte sollen im Endlichen liegen. Zu diesem Zweck fiihren Wir 
zu den Ramen R und R , die ihre alte Bedeutung behalten, 
einen Original- oder Parameterraum S und elnen Bildraum (phy- 
sikalischer Raum) S eln. Der Originalraum S soll zunachst 






in die wlr die unkonformen Punkte verlegen wollen, in den Null- 
punkt bzw. den unendlich fernen Punkt iibergehen. Hernach wird 
R durch die KS-Transformation auf den Raurn R abgebildet, 
welcher schliesslich durch die Inversion 7 so auf den phy- 
sikallschen Raum S abgeblldet werden soll, dass der Null- 





(31 1 si - ( G , O , O ) ,  z2 - [CZ/ 9 0) (Gz- c, -2c) 
ubergeht . 
Die Bedeutung der inskiinftig verwendeten Symbote sei durch 











4 K 4 
4 - 19 - 
b 
Die Inversion 7 hat nach (19) die Form 
f 
Durch geelgnete Wahl von 
der Tabelle dargestellten Korrespondenzen erfiiltt werden. Das 
Zentnun 6 von 
endllch fernen Punkt von 
aus der Korrespondenz 
E, p, a mifssen die In vorstehen- 
gt , da dleser auf den un- J'ist der Punkt 
R4 abgeblldet wlrd .  Damit erglbt slch 
(-c, 0, 40) - (0, eo/O) das Resultat 
4 . Den Radius der Inversion Y legen w i r  fest durch die Nor- 
I mlerung p, - 4  . Somit lauten die Glelchungen von 3 
Mlt den Abkiirzungen 
r,' = (u*-f)L+u: + u: + 4 
r,' = (v,-C).'+c/= + y* + yL  (33 
folgt jetzt aus (21) die Bezlehung 
a t  (34 1 pu.rv - 4c' . 
4 
Da e4=fi0,0,U) bel 3 BlLd des unendlich fernen Punk- 
tes von S ist, konnen wlr d i e  vorstehende TP-belte d w c h  die 
folgende Reihe entsprechender P d c t o  ergEmen: 
4 4 S - R - R 3 - S 3 .  
t ( -1  f i Q t 0 , O )  &so) (-1 
- 20 - 
I 
Darin steckt die Forderung, dass der unendlich ferne Punkt 
von S durch aUf den unendlich fernen Punkt von S ab- 
geblldet werden s o l l .  
4 3 t 
Auf analoge Weise kannen nun fiir die Inversion 7' die 
G 1 ei c hung en 
aufgestellt werden. Hier fiihren wir die Abkurzungen 
eln, mit denen nach (21) 
gilt. 
4 Die Transformation, welche S direkt auf S3 abbildet, 
werde mit a& 
von Y: d ,  3' : 
(38 1 
bezeichnet; sie entsteht durch Zusammensetzung 
Y - J%Y> = dg-y . 
3 )  Wir nennen & 
oder kurz 2 -Transformation. Sie 1st konform von der Art der 
KS-Transformation, wie die folgende einfache Ueberlegung zelgtr 
die dreidimensionale Birkhoff-Transformation 
3) 
in [ 5 )  erwahnt worden. 
Die dreidimensionale Birkhoff-Transformation ist erstmals 
- 21 - - 
4 Wlr betrachten die zu den Fasern von R orthogonalen drel- 
? dimenslonaleh Teilrlume; sie werden nach 1 .l. durch & win- 
keltreu auf R abgebildet (den Nullpunkt und den unendllch 
fernen Punkt von R muss man ausschliessen). Die Urbilder 
(in S ) von diesen dreidimensionalen Teilriiumen bei der Inver- 
slon 9 werden wegen der Konformltat von 7” ebenfalls wln- 
keii;reu auf R aDgebildet. Da such 7’ konform ist, werden 
also die oben genannnten Urbilder in S4 durch winkeltreu 




3 .  
3 
Eine Ausnahme bllden die unkonformen Punkte s, ,& , In 
denen slch die B3-Transformation verhalt wie die KS-Transfor- 
mation im NuILpunkt. Darauf wollen wir am Fmde dleses Abschnlt- 
tes etwas genauer elngehen. 
. 
Durch Einsetzen von ( 1 )  und (32) In (35) erhalt man nach 
t einlger Rechnung die Abbildungsglelchungen der B3-h’ansformatlon: 
(39) kann als Fortsetzung der ebenen Birkhoff-Transformation 
163 angesehen werden, denn die 
auf die y, ,y, -Ebene abgebildet, und mit 
Y =Y, +LA 
5, y -Ebene wird durch (39) 
Y =  y f i yr , 
lautet d a m  das Transformationsgesetz 
’L 
was genau der als Birkhoff-Transformation bekannten konformen 
Abblldung entspricht. 
8 
- 22 - 
Wie bel der KS-Transformation haben auch bei der B3-Trans- 
formation viele Punkte des Originalraumes denselben Bildpunkt. 
Lediglich die beiden Zentren 
punkt in S , wie aus der entsprechenden Eigenschaft der KS- 
Transformation (siehe 1.1.) folgt. 
ZT>zz haben nur je einen Urbild- 
4 
4 Es werden auch mehrere Punkte von S ins unendliche von 
3 S abgebildet, namlich alle Punkte der v, -Achse v,-v,=V, =c7 , 
Wie (39) vermuten lasst. Tatsachlich bildet die Inversion 3' 
(32) die v,-Achse auf den Kreis 
u;+u,' = I , u, =u, =o 
ab; dieser geht durch die KS-Transformation ( 1 )  in den Punkt 
( f ,  0,O) iiber, welcher seinerseits durch die Inversion 7' auf 
den unendlich fernen Punkt von S3 abgebildet wird. Die 
se ist also eine "Singularitiit" im Parameterraurn s . 
vi-Ach- 
4 
Um die B3-Transformation in den unkonformen Punkten zu un- 
tersuchen, entwickeln wir die Abbildungsgleichungen (39) in 
den Punkten (30) In Potenzreihen. Damit die beiden unkonformen 
Punkte gleichzeitig behandelt werden kannen, fiihren wir das 
Vorzeichen 6= f d  eln und die Relativkoordinaten 7 2z 
durch die Definitionen 
9 - 0  ( 4 = 4  . . . ,  4) entspricht fiir a = - 4  dem Punkt 
+, = f -c ,  0, 0,o) , fiir e =  1 dem Punkt ga - ( C , O , o , o )  . 
Im Fall 6 = - 4  zeigt die positive q -  bzw. 3-Achse in die 
zur 14- bzw. y,-Achse entgegengesetzte Richtung. 
Die gesuchten Entwicklungen erweisen sich als unabhxngig 
vond 8 ihre Anftinge lauten 
- 23 - 
n4- m i a - ~ . . . . .  .....,.4trr- mn..rl-- ,-t4 ---_ 
Y I F .  U b AGUGII  ' , -SA Y C I I  UI  C&UC13 L1 C1111111Cl1 biz r;f eiiieii gemeinsamefi 
Faktor mit den entsprechenden Termen von ( 1 )  iiberein. Irn 
Punkt g, 
die KS-Transformation im Nullpunkt. In g, zeigt sie ebm- 
falls dieses Verhalten, wenn die durch (41) mit e=-+ 
definierten Relativkoordinaten negativer Orlentierung benutzt 
werden. 
verhalt sich also die Bg-Transforrnation genau wie 
- 24 
1.4. Die inverse Transformation 
Der Punkt -4 = (U,,, l&, yo, qo) € 3. habe bei der 
Bg-Transformation 8 den Bildpunkt E 5: Die Menge der 
Punkte y = (4, vt , v,, yu) e s', welche durch ebenfalls 
auf & abgebildet werden, d.h. das "Urbild" von in s , 
nennen Wir die durch den Punkt 4 gehende Faser von S . 
4 
4 
Da die B3-Transformation eindeutig ist, haben zwei verschie- 
dene Fasern keinen Punkt gemeinsam. Andrerseits geht durch jeden 
Punkt von S4 eine Faser, denn jeder Punkt von S4 hat einen 
Bildpunkt in S3 (S 
schlossen). 
3 ist durch den unendlich fernen Punkt abge- 
Es gibt Fasern, die nur aus einem Punkt bestehen: die beiden 
unkonformen Punkte ,2,,,_t, . Eine andere spezielle Faser 1st 
die V,-Achse; alle ihre Punkte werden auf den unendlich fer- 
nen Punkt von S3 abgebildet. 
Um weitere Aussagen uber die Fasern In S4 zu machen, grel- 
fen Wir auf die in 1.1. definierten Fasern in R zuriick (Kurven 
in R , welche durch die KS-Transformation & auf einen ein- 
zigen Punkt von R3 abgebildet werden) . 
4 
4 
Zunachst zeigt die Gleichung (7), dass die automorphen 
Transformationen 4 des Raumes R euklidische Drehungen u m  




4 Die Fasern in S sind die Urbilder der Fasern in R4 bei 
der Inversion Y * ,  sind also Kreise oder Gerade. Da atle 
Geraden von S durch den unendlich fernen Punkt gehen, k a M  
hochstens eine der Fasern eine Gerade sein. Ausser der 6-Achse 
sind somit samtliche Fasern Kreise (eventuell Nullkreise). 
4 
4 Die Abbildungen des Raumes S auf sich, welche Jede Faser 
in sich uberfuhren, heissen automorphe Transformationen In 
und werden m i t  gp bezeichnet. Sie Lassen sich einfach auf 
d$ zuruckfuhren. 
S4 
- 25 - 
I 
D a m  fiihren wir die Bildpunkte y. ,& e f? von 
&,i € s' bei der Inversion >* ein, und wir konnen 
s c hrei ben 
* 
(43) L4-S 74 > ~ 
Geht 1 aus durch eine automorphe Transformation gy 
hervor, so geht 4 aus &, durch eine automorphe Transforma- 
tion dr hervor, 
- U . - f & .  
Daraus folgt rnit (43) 
Die Transformationen bilden analog zu eine kon- 
tinuierllche, elnparametrige Gruppe: 
Urn die Gleichungen von gp zu finden, setzen wir gernzss 
( 4 4 )  zunachst Ay rnit 
setzen von (32) in (7) ) 
~ Y z u ~ a m m e n  u d finden (durch Ein- 
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elngesetzt werden, womit slch fiir die automorphen Transforma- 
tionen gp die Gleichungen 
1 2 C  y o  2c  ~ o c o s ~  t(g+%;+$+q#* -cy& (45)  [I&-( 2 c f  )focos(p +y,sLnpo) 9 2C(-k+.%h$@ +&COSY) 
ergeben. Der Nenner 
ist nle negatlv; er kann nur verschwlnden, wenn der Punkty. 
auf der V,-Achse liegt (b& -&, - 0 ) , wle eine eln- 
fache Rechnung zeigt . 
Man kann gp mit elner nlchteuklldlschen Drehung verglel- 
chen; die Fasern sind die Bahnkurven der Punkte von S4 bel 
dlesen Bewegungen. ( 4 5 )  1st elne Parameterdarstellung der 
Faserkurven. 
In der nun folgenden Diskusslon der Fasern wird die Vy-Achse 
immer ausgeschlossen, also 
sprechen dann von Faserkrelsen. 
(%o ~ y o ,  yo ,) # (O,O,O) . Wir 
Zunlchst formulieren wir den folgenden Satz: 
Die Punkte auf einem Faserkreis mlt extremalem Abstand von 
der v,,-Achse liegen in der Hyperebene H mlt der Gleichung 
v ,=o  . 
Zum Bewelse bilden wir den Abstand d des Punktes 1 von der 
vi, -Achse , 
i - 27 * - 
L 
und bemerken, dass seine Extrema mit jenen von 9 fiberein- 
L stimmen (#> 0 )  . In den Extrema von 9 gllt aber 
Z k  
9 
(48 1 O- + 
- 2 c  b&w&y + (~#* f~*+g+$-C~) , i ry  ==F v, , 
womit der Satz bewiesen 1st. ~ 
Wenn q/p) in (45) nicht identisch verschwindet (d.h. 
wenn der durch gehende Faserkreis nicht ganz in ff tiegt), 
so hat &Cy) in 0 L y -=2Z zwei reelle Nullstellen, die 
nach (48) und (47) mit den Extremalstellen von 3 (und d ) 
Ubereinstimmen. 
I . I 
P 
Die Umkehrung des vorstehenden Satzes, nbimlich die Aussage, 
dass die Schnittpunkte eines Faserkreises mit der Hyperebtne H 
extremalen Abstand von der Vy-Achse haben, 1st somit richtig, 
sofern nicht der ganze Faserkreis in H liegt. 
Aus (46) und (47) kann man Uber die erwwten zwei Extrema 
d In 0 L $0 L 2% ein Maximum d, 
von d weitere SchlUsse ziehen: 1st d als Funktion von p 
nicht konstant, so hat 
und ein Minimum d- . Die extremalen Werte 9- , Y - . ~  
von 9 sind nach (46) 
, 
I 
woraus durch Multiplikation 
e. 
fo lg t .  Damit ergibt sich dle schhe Beziehung 
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Zur Dlskussion der ganz in der Hyperebene f f  liegenden 
Faserkreise bemerken wir, dass dieser Fall gernLss (45) genau 
dann elntritt, wenn 
ist. D a n n  haben die Punkte 2 der durch 3 gehenden Faser /L 
die Koordinaten 
> 
d.h. sle llegen alle auf der zweldlmenslonalen Kugel 
und haben somlt alle denselben Abstand C vGn der v,-Achse 
( d - k o n c t . ) .  Das Blld 
In S , also eln Punkt auf der abgeschlossenen Strecke 0" 
zwlschen den beiden Zentren. Darnlt beherrschen wlr die Um- 
kehrabblldung der B3-Transformatlon fur die Punkte von D". 
p" der Faser p. ist der Punkt (G,,,O,O) 
3 
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Nun sei eln Punkt 3 - (2, A,)$) lm Endlichen von S3 
und ausserhalb der Strecke D*gegeben. Um die zu 2 geharende 
Faser /L zu bestlmmen, geniigt es, einen lhrer Punkte (y,,) 
zu ermitteln; (45) ertaubt dann die Berechnung alter Punkte 
der Faser p . 
Besonders einfach wird die Berech-mung der in .lor Ryperebeiie 
H gelegenen Punkte von /% . W l r  setzen daher 
und verlangen, dass y (lurch die Bg-Transformation auf 3 
abgebildet wird. Mit 
c, tc2 
Y+ - 2 
y c =  
(53 1 
(39) ergeben sich so die Gleichungen 
zur Bestlmmung von 
koordinaten Y, d In der x,&-Ebene und w , W  in der 
VI$, Wr,W,. Durch die Einfiihrung der Polar- 
Y,,<-Ebene mlttels der Glelchungen 
8 - urns79 uv, - w c u s o  
y, - Ysia zp w, = w s i n w  (54 1 
ltsst slch (53) schrelben als 
was genau der ebenen Birkhoff-Transformation (vgl. (do)!) von 
der q,w -Ebene in die Y -Ebene entsprlcht. 
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Durch die B,-Transformation wlrd jede durch die unkonformen 
Punkte gehende, In der Hyperebene b$=O gelegene zweidlrnen- 
slonale Ebene gemass der zweldimenslonalen Blrkhoff-Transfor- 
matlon aUf elne Ebene von S abgeblldet. 
d 
3 
Bevor wir ( 5 5 )  nach q I h/ auflosen, flihren wlr die Ab-- 
stBhde r, > 5 des Punktes g von den Zentren 
t q  (c,, o J O ) /  Z Z  ( c ~ , o ,  0) ein: 
* * 
(57 1 
r, - d(y4 -c$+Y,'+yIL 
In den durch die B3-Transformatlon 
y1 lassen sich 4 und P, in sehr iiberslchtlicher Form 
darstellen; durch Elnsetzen von (39) In ( 5 7 )  erglbt sich nach 
elnlger Rechnung 
gegebenen Koordinaten 
Die Ausdriicke In den % zelchnen slch vor denjenlgen In den 
yi dadurch Bus, dass die partiellen Ableltungen von G , r ,  
nach y1 auch belm Verschwinden von r, oder r, noch ste- 
tlg slnd. 
Fur die Abstande des Blldpunktes 3 - 2&yO von den Zen- 
tren (ausgedriickt durch w, und w = (4' + 4')'' ) fln- 
det man aus (58 )  
Zur Auflosung von ( 5 5 )  nach W,, h/ schrelben wir ZUerSt 
die Hilfsgdsse 
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mittels (59) als Funktion von r, r, . Man findet 
sornlt wlrd 
n 1st in den hler zugelassenen Flllen lmmer reell und e- 
q + <  > ~ c .  Mlt der Defl- -* tiv denn wegen 
nltlon (60) von X bestPtlgt man jetzt lelcht, dass 
$ + D* gilt 
elne der belden Umkehrabblldungen zu (55) 1st. 
Wegen (54) und (56) gilt nun 
und aus (61) folgt ferner 
(65 1 9 = d-= +b+< +d(%zijGF]. 
Da r, t r , > t c  lst, folgt aus (65) JY > c ; aufgrund von 
(49) gilt somlt  9 - d- . Die durch (62) und (64) deflnler- 
ten Gr5ssen b y ,  q, w, slnd also Koordinaten des von der 
(ausserster Punkt). 
i r/,-Achse am weltesten entfernten Punktes der Faser p 
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Zusammenfassend kannen wlr flir die Rlicktransformation des 
Punktes J! € s' das folgende Verfahren angeben: 
Llegt y auf der Strecke D" ( c, <> C 5 ,  &=yI 
so slnd nach (51) 
0 ), 
die GLelchungen der Faser /t , welche durch die B3-Transfoc- 
matlon auf 3 abgeblldet wlrd. Im alLgemelnen Fall 3 k 0 
berechnet man zunachst 4, r, aus (57). Mlt der Cr5ss.e X 
Bus (62) llefert (64) w,, wr , 4 , womlt der lusserste 
Punkt (4 ,  %, % , O )  der zu # gehorenden Faser f L  be- 
stlmmt 1st. Schllessllch 1st mlt der Abkilrzung 9 aus (65) 
elne ParameterdarsteLlung der Faser /2. 
und (46) ). DurchLauft Ip In (66) das Intervall 0 4 Ip < 2K, 
so durchlluft _v(cp) aLle Punkte der Faser p . 
(dies folgt aus (45) 
Fiir p=?C llefert (66) den Punkt von p mlt mlnima- 
lem Abstand von der 
te Komponente V, (It) verschwlndet: 
L$-Achse (lnnerster Punkt), denn die vler- 
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1.5. Die Transformation der Differentiale 
Wlr setzen hler die Ausfiihrungen von Abschnitt 1.3. fort und 
untersuchen das Verhalten der B3-Transformation lm Klelnen. 
Zu diesem Zweck ziehen wir wie friiher die KS-Transformation 
und die Inverslonen 2:r’ heran. 
.k 
Die Inversion J -  transformlert die Differentiate & 
nach der tinearen Abbitdungsvorschrift 
(67 )  - A =&dK 
in die Differentiale , wobei 1 4  die verallgemeinert or- 
thogonale Matrix 
bedeucet (es wurden die Abkiirzungen (33) und (41) fiir f 
gebraucht). Die Funktlonalmatrlx 1, der Inversion 7’ er- 
gkinzen wlr zu der 4-reihlgen verallgemeinert orthogonaten 
Matrix 
G*-L(x,-l)= -Z(X,-.l)X, -2(X,-I)X3 0 
tL-2 x,’ 




mlt welcher dann die Transformatlonsgleichungen fiir 3’ im 
Kleinen auch als  
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geschrieben werden konnen. Durch Einsetzen von (12) und (67) 
in (70) ergibt sich nun die Beziehung 
welche die Bg-Transformation a& 
verallgemeinert orthogonale Matrix 
im Kleinen darstellt. Die 
ist die Funktionalmatrix von & . 
(71) ergibt in der untersten Komponente 
o = by, dq + b#2 d~ + b43 d5 + 691 dve , 
und dies 1st die zur B3-Transformation gehorende Nebenbedin- 
gung. Um sie explizite aufzustellen, bietet sich der einfache 
Weg, die in 1.1. erwahnte Nebenbedingung der KS-Transformation 
der Inversion Y* zu unterwerfen. 
Die vierte Zeile der rechten Seite von (12) enthalt die 
Differentialform 
welche mit der schief symmetrischen Matrix 
auch als 
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d 
geschrieben werden kann. Der Uebergang zu yc geschieht durch 
Einsetzen der Inversionsgleichungen ( 3 2 ) ,  
I 
Aus der Antisymmetrie der Matrix (&) folgt 
f;r;7 
wodurch sich die Differentialform f '  auf 
reduziert. Fiir die Faktoren @A von dyf unter dem Summen- 
zeichen findet man durch Ausrechnen 
womit die Differentialform r als 
geschrieben werden kann. Um aus r die Elemente 4, der 
vierten Zeile von B zu bekommen, miissen wir gemai-;.; ( 7 0 )  6i-e 
* Koeffizizten von dv, in (77) mit dern Element ( 4 , 4 )  der 
Matrix multiplizieren: 
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1 
Der Faktor  von an i n  (78) tasst s i c h  m i t t e l s  ( 3 7 ) ,  (33) und 
( 5 8 )  urnforrnen: 
I 
iibergeht . 
D i e  nichtholonome Nebenbedingung kann nun durch e i n e  d e r  
beiden Gleichungen 
d a r g e s t e l l t  werden. 
W i r  v e rz i ch ten  auf d i e  Berechnung d e r  ubr igen  Elernente von 
B auf dem eben besch r i t t enen  Weg,da s i e  m i t  geringerern Auf- 
wand durch p a r t i e l l e  D i f f e r e n t i a t i o n  d e r  Gleichungen (39) er- 
n i i t t e l t  werden konnen. E s  s e i e n  l e d i g l i c h  d i e  R e s u l t a t e  ange- 
geben: 
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4 . 
In expliziter Form lautet die Nebenbedingung (81) 
Aufgrund der Normenproduktregel (27) gilt wegen (72) fur 
die Norm von 6 : 
was durch Umformung mittels (79) und (37) in 
ubergeht. Die Anwendung der Beziehung (24) auf die Inversion 
Y3 tiefekt ferner 
f F A  \"? I -=vi<+x:+x; r, = u~+LL:+U;+U; . 
r, 
Einsetzen von (84) in ($3) ergibt schliesstich 
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Indem Wir nun die Matrizengleichung (71) von links mit ihrer 
Transponierten multiplizieren, finden wir unter Verwendung von 
(85) die wichtige Beziehung fur das Bogenelement ds : 
Das Ergebnis, dass in dieser Metrik keine gemischten Glieder 
auftreten und die Quadrate denselben Paktor aufweisen, war zu 
erwarten, weil alle betrachteten Abbildungen konform sind, falls 
die Nebenbedingung erfullt ist. 
In (86) muss man unter G , r L  Abkurzungen fur die in (58) 
definierten Ausdrucke in den verstehen. 
Da die Matrix 0 regular ist, lassen sich die Linearformen 
(71 ) umkehren: 
Die nach (87) aus berechneten Differentiale d% er- 
fCllen die Nebenbedingung, wie die Multiplikation von (87) 
mit 0 (von links) zeigt. 
Aus ( 8 5 )  folgt 
* . - 39 - 
wornit (87) definitiv als 
' I  
i -4 
~ geschrieben werden kann. 
c 
- 40 - 
1.6. Geometrische Eigenschaften 
Da die B3-Transformation durch Zusammensetzung der KS-Trans- 
formation mit Inversionen entsteht, haben die beiden Transfor- 
mationen weitgehend dieselben Konformitatseigenschaften. Die= 
wurden schon in 1.1. kurz erwahnt [2]; jetzt solLen sie noch 
etwas ausfuhrLicher gestreift werden. 
Sei 1 # z,, sr ein Punkt im Raum S4 und vyy) der Li- 
neare Raum der von _V ausgehenden Vektoren & .$ Sei der 
BiLdpunkt von 
der Lineare Raum der von 9 ausgehenden Vektoren dJL . Im 
weiteren bezeichnen wir mlt v7y) C VLv) denjenigen 
TeiLraum von v?&) , weLcher aLLe die Nebenbedingung (82a) 
erfiiLLenden Vektoren & enthaLt. 
bei der B3-Transforrnation h# und yb) 
Die Nebenbedingung verlangt, dass dl/ zu dem durch (76) 
gegebenen Vektor 
a ( x )  = (a,, aLI a,, a,) 
4 orthogonal steht (urn die Abhangigkeit vom Ort in S zu ver- 
deutLichen, setzen w i r  _v aLs Argument hinter einige SyrnboLe). 
ist somit das orthogonaLe KompLement beziiglich vh) 
a(!) gegebenen eindimensionalen Vektorraurnes A'&). 
3 vf!) 
des durch 
Die B3-Transformation im KLeinen (71) beschreibt nun eine 
7 (Unterraum von Y y l )  , welcher auf den NuLLvektor abge- 
Lineare AbbiLdung 7 von v?&) auf Y.)c,l . Der Kern von 
bildet wird) ist der Vektorraum A &) , was sofort aus der 
vierten Komponente der GLeichung (71) foLgt. 
+ 
4 Die zwei Nachbarpunkte -v _v f cx;.(~)d.t. in S werden 
durch die B3-Transforrnation auf denselben Punkt abgebiLdet, 
da der Zuwachs _a(_V)dT im Kern von 7 liegt. Somit ist der 
Vektor a&) stets tangentiat an die durch 1 gehende Faser. 
- 4 1  - 
. Die Abbildung 7 kann man sich zusammengesetzt denken aus einer Drehstreckung (Multiplikation von & mit der verall- 
gemeinert orthogonalen Matrix B ) und einer anschliessenden 
Projektion (Nullsetzen der vierten Komponente). Die Vektoren 
- dv G v;!) haben nun aufgrund der Definition von 
die Eigenschaft, dass sie durch die Drehstreckung allein schon 
in Vektoren von Y ($1 (mit verschwindender vierter Komponente) 
ubergefuhrt werden. Somit wird der Raum 
- B3-Transformation winkeltreu auf den Raum 
Dies impliziert naturlich, dass jeder zweidirnensionale Teil- 
raum von 
raum von Y3@ abgebildet wird. 
. .J 
Y3/_Y) durch die 
Y’&) abgebildet . 
v(y) winkeltreu auf einen zweidimensionalen Teil- 
< 
3 
Zusammenfassend konnen wir auch hier den in [2] fur die 
KS-Transformation formulierten Satz aussprechen: 
Die zu den Fasern (66) orthogonalen dreidimensionalen FLachen- 
elemente in S werden durch die B,-Transformation winkeltreu 
in den Raum S abgebildet. 
4 
3 J 
Es taucht nun sofort die Frage auf, ob es drei- oder zwei- 
4 dimensionale Flachen oder wenigstens Kurven in S gibt, bei 
denen fur jeden Punkt 2 der zugehorige Tangentialraum in 
Vfy)  liegt. 
FEr die dreidimensionalen Flachen muss die Frage negativ be- 
antwortet werden, wie sogleich gezeigt werden soll. Dies hZnngt 
naturlich damit zusammen, dass die Nebenbedingung (82a) nicht- 
holonom ist. 
Die Gleichung der gesuchten Hyperflache sei als 
angesetzt. aF J 2% ( k = f , t , S , u )  sind dann die Kom- 
ponenten der Flachennormalen, welche zum Vektor _a(& parallel 
sein muss,  damit alle Tangentialvektoren der Hyperfllche die 
Nebenbedingung erfullen. Es muss also 
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gelten mit einem von Null. verschiedenen Proportionalltatsfak- 
tor /z und den in (76) deflnierten Koeffizienten U, . Um die 
rnoglichen Losungen des Systems (91) etwas einzuschranken, wol- 
Len wir drei der sechs Integrabilitatsbedingungen 
heranziehen. Aus den GLeichungen fur k - f  E-2 bzw. k - f ,  
e - 3 fotgt durch Elimination von 9 ~ 1 2 5  
Andrerseits lautet die Integrabilitatsbedingung fur A - 2 ,  e-3 
Da A t 0  und c # O  (siehe (30)!) gilt, kann die linke Sei- 
te von ( 9 4 )  nicht verschwinden. Wegen a, -2v,  v, folgt 
nun aus (93) 5 - 0  oder q - 0  . Man uberzeugt slch leicht 
davon, dass keine dieser beiden Flachen unser u-spriingliches 
Problem lost. Die dreidimensionalen Flachenelemente 
Lassen sich also nicht zu HyperfLachen integrieren; sie slnd 
"stachlig" in S angeordnet. 
v?&) 
4- 
Die Frage der zweidimenslonalen Flachen, bel denen jeder 
Tangentialvektor die Nebenbedingung erfullt, soll hier nicht 
vollstandlg diskutiert werden. Dass solche Flachen existieren, 
sahen wir lm Abschnitt 1.4 .: Es sind die Ebenen in G - 0  , 
weiche durch die beiden unkonformen Punkte, d.h. durch die 
9-Achse gehen. 
4 
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Die Gtelchungen elner solchen Ebene G sind 
y-v,ccxsw, y - v , s i n o ,  v,=o ( y ~  bellebig ) 
rnlt der Konstanten w und den Parametern y , , &  . Die Neben- 
bedlngung (82a) in den Punkten von G heisst 
sie wira rdr alle Werte der Parameter v.,+ von den belden 
linear unabhaglgen Vektoren 
erNllt, welche tatsschtlch In der Ebene 
filllt jeder Vektor von G die Nebenbedlngung. 
G liegen. Somlt er- 
Alle Faserkurven, wetche die Ebenen G schnelden, schnel- 
den sie unter rechtem Winkel. Wir flnden somit bestatigt, dass 
die Ebenen G durch die B3-Transformation mit Ausnahme der 
unkonformen Punkte z n l Z z  konform auf Flachen von S abge- 
bildet werden. 
3 
Wenden wlr uns nun den Kurven zu, deren sZntl1che Tangen- 
tialvektoren die Nebenbedingung erfullen! Wir bemerken zunachsf, 
dass dlfferenzierbare Kurven, die ganz auf Flachen der oben 
dlskutlerten Art verlaufen, In trlvlaler Weise die verlangte 
Eigenschaft haben. 
Es iasst sich sogar zu jedem stetig differenzierbaren Kur- 
venbogen c/ in S', weLcher die Zentren meldet, eln Kumrenbo- 
gen c In S4 so angeben, dass c durch % auf c abgebil- 
det wlrd und dass alae Tangentlalvektoren von c die Neben- 
bedlngung erflitlen. 
P') -4 . * 
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W i r  wollen dies hier durch eine explizite Konstruktion von 
3 c einsehen. Zu diesem Zweck verwenden wir in S riiumliche 
elliptische Koordinaten. Dadurch konnen wir aber nur solche 
Kurvenbogen c 
den. Wir verzichten darauf, die Giiltigkeit der obigen Aussage- 
auch fiir die y,-Achse schneidende Kurven zu zeigen, da Spater 
die Korrespondenz von Kurven in S und S mittels Differen- 
tialgleichungen allgemein behandelt wird. 
Die elliptischen Koordinaten 5 31, 
+t 
zulassen, welche die 3 -Achse nicht SChnei- 
3 4 
des Punktes 
$ - (y,,Y*, 3 ) &- fc,)O, O ) ,  
3:‘ [cZ, 0, 0) ( cL- C, = 2 C  ) sind definiert durch 
bezugllch der Zentren 
und 
(96 1 
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F, r, sind die In Gleichung (57) deffnlerten Absthde des 
M k t e s  y von den Zentren,und 5, X slnd Radlusvektor und 
Polarwinkel in der Projektlon auf die x,y,-Ebene. 
Zur Berechnung der carteslschen Koordinaten Y, , yz, yJ aus 
den elliptischen 5, 7, 1 bestlmmt man slch zunachst die 
HI l f s g1-6 ss en 
d a m  konnen die lelcht zu verlflzlerenden Bezlehungen 
und die Glelchung (96) verwendet werden. 
Die am Ende von 1.4. als Sequenz von Substitutionen beschrle- 
bene Methode zur Riicktransformation eines allgemelnen Punktes 
von S In S lasst sich in elne elnzlge uberslchtliche Formel 
zusammenfassen, wenn in S die oben deflnlerten elllptlschen 
Koordinaten verwendet werden. Dazu drucken wir zunachst die 
durch (62), (64) und (65) deflnlerten Hilfsgrossen X,W,, W,, 
Y >f mlttels (95), (96), (97) und (98) durch die elllptlschen 
Koordlnaten f ; , ? , ~  aus und setzen alles In (66)  eln. Nach 





Die vier Grijssen 
naten In S aufgefasst werden, durch deren Angabe ein Punkt 
in S elndeutlg bestlmmt-1st. Dabel stellen die "~-Llnlen" 5 , 7 ,  - konsf. die Faserkurven dar. Um die zur B3-Trans- 
formation gehijrende Nebenbedingung in den Koordlnaten 3, 7 , K , Y  
aufzustellen, muss man (99) differenzleren und in (62a) ein- 
setzen. Das Resultat dieser etwas umstiindllchen Rechnung ist 
5 32 ~ >c ~ 'p konnen als krummlinlge Koordl- 
4 
4 
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die schone Beziehung 
Zur Konstruktion der Kurve c sei jetzt C*in ellipti- 
schen Koordinaten durch die ParameterdarstelLung 
(101) 5 - 5C.j , 7 = 7 c q  ) X - X K )  
gegeben. f (T), pfz )  , ~ ( z )  sind steiig differenzierbare 
Funktionen des Parameters Z , da c die 3-Achse meidet 
( ist dort nicht definiert). Gleichung (99) liefert nun die 
Parameterdarstetlung 5 (a) ( k  =. 7, 2,3,U) der gesuchten 
Kurve c , wenn 
gung (100) erftitlt 1st. Setzen wir far den Parameterwert To 
Cp(G) - Po 
p(Z) so gewahlt wird, dass die Nebenbedin- 
fest, so ergibt nun die Integration von (100) 
-‘e 
Das Integral in (102) ist wegen 
5L- ‘tz = GrL > o  
irnmer eigentlich. Durch (99) und (102) 1st die Kurve 
finiert. Nach ihrer Konstruktion besitzt sie wirktich die ver- 
langten Eigenschaften. 
c de- 
- 4 7  - . 
Durch die oblge Bezelchnung der zentralen Massen wurde 
die Massenelnhelt als die totale Masse der Zentralkorper 
festgelegt. Als Lbgenelnhelt soll d e r  Abstand der zentralen 
Massen und als Zeltelnhelt die rezlproke Wlnkelgeschwlndlg- 
kelt bei der Rotation m 0 gewmlt werden. Nach dem drltten 
KeDlerSChen Gesetz hat d a m  die Gravltatlonskonstante den 
I 
I Wert 1, 
2. REGULARISIERUNO DES RESTRINGIERTEN DREIKOERPERPROBLEMS 
Zur Beschreibung der Bewegung von 7 1 ~  verwenden wlr das 
Koordlnatensystem y,> ya ,y, , welches so u m  die 3-Achse 
rotlert, dass die zentralen Massen stshdig die Koordlnaten 
(-p, 0 , O )  bzw. (q-p, 0,O ) haben. Da die Mobllmassb m 
. 1 -  
I 
2.1. Elnfuhrung der ramllchen Blrkhoff-Koordlnaten 
Im restrlnglerten DrelkBrperproblem betrachtet m a n  die Bewe- 
gung elnes Moblls 7 n  von unendllch kleiner Masse unter dem 
Einfluss der Newtonschen hzlehung durch die belden zentralen 
Massen ( 4 - p )  und p ( 0 < p  < I  ), welche auf Krelsen um 
lhren Schwerpunkt 0 rotleren (dies 1st mZjgllch, da das Mobll 
die Bewegung der zentralen Massen nicht beeinflusst). 
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sich aus den Bewegungsgleichungen herauskiirzen lasst, sei 
jetzt m - l  gesetzt. 
Die Differentialgleichungen fiir die Bewegung des Mobils 
sollen nach der Methode von Lagrange aufgestellt werden. Zu- 
nachst finden wir fur die kinetische Energie von m 
T = 3 fit +y;* +A*) . 
Dabei sind yi (i -1,2,3) die Koordinaten des Mubils, und 
Punkte bedeuten Ableitungen nach der Zeit t . 
Die AbstYnde P,,G des Mobils von den Zentren ( - , , O , O ) ,  
( 4  - P I  0 , O )  sind gegeben durch 
woraus man durch Linearkombination die Beziehung 
folgern kann. 
Fiir die potentielle Energie # unseres Systems gilt 
wobei 9 eine frei wahlbare Konstante ist. Druckt man in 
(105) den von der Zentrifugalkraft herriihrenden Term 
- z ( y t + y a L )  4 mittels (104) durch G, ~ , y ,  aus und setzt 
zugL eich 
I p! =-Tp(+4.4 > 
so kann man filr @ auch schreiben 
- 4 9  - 
Schliesslich bekommt man durch Addition der kinetischen und 
der potentiellen Energie die totale Ehergie 
fur die bekanntlich der Ehergiesatz 
gilt. Die rechte Seite von (107) wird hie und da auch Jacobi- 
Integral genannt. 
Die Lagrangefunktion L des restringiertgn Dreikorperpro- 
blems enthalt nebst den Termen T und - @  eln durch die 
Corioliskraft bedingtes zusatzliches Glied: 
Damit lauten die Bewegungsgleichungen 
i =?i,2,3 . 
Wegen der in (106) auftretenden Nenner C,c weisen die 
Bewegungsgleichungen (110) beim Verschwinden eines der Nenner, 
also beim Zusammenstoss des Mobils mit einer der zentralen 
Massen, Je eine Singularitat auf. 
Die Regularisierung einer Singularitat in einern System von 
Differentialgleichungen besteht darin, neue Variable so einzu- 
fiihren, dass das transformierte Gleichungssystem an der betref- 
fenden Stetle nicht mehr singular ist. 
Einerseits 1st nun bekannt, dass die ebene Birkhoff-Trans- 
formation [6] geeignet lst, beide Singularitaten im ebenen re- 
stringierten Dreikorperprobtem mitelnander zu regularisieren. 
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Andrerseits ermoglicht die KS-Transformation [2] die ReguLari- 
sierung der Singularitat in den Bewegungsgleichungen der ge- 
storten Keplerbewegung. Da die B3-Transformation sich in zwei 
Zentren S o  verhalt wle die KS-Transformation im Nullpunkt, 1st 
die Vermutung naheliegend, dass die B3-Transformatlon sich eig- 
net, um das raumliche restringierte Dreikarperproblem an beider 
Singularitaten zu regularisieren. Die Moglichkeit einer S O L -  
chen Regularlsierung zu zeigen und sle explizite durchzufiihren, 
ist das Ziel dieses Kapitels. 
Um die B3-Transformation auf das oben definlerte restringiel 
te Dreikarperproblem anwenden zu konnen, miissen wir zunachst 
die In (39) noch frei gelassenen Konstanten spezialisieren: 
Die Abszlssen der belden Zentren betragen jetzt 
Cf --/cc 9 =z ='-p 7 
woraus folgt 
Dies soll fortan in alLen aus dem ersten Kapltel iibernommenen 
Formeln gelten. 
Nun wollen wir die Bewegung, gegeben durch (110) und die 
Anfangsbedlngungen zur Zeit 6- 0 , 
(I1*) )dd=)4p MO)=J$, (7  > 2 - q , 2 , 3  > 
in den durch die B3-Transformatlon 
f y f " y -  
'(4 + v, (I(- 
(113) YL - 2 
I 
2 YJ = 
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definierten verallgemeinerten Koordinaten v f , v , ,  5, v, be- 
Nebenbedingung (81) entsprechenden Gleichung 
* schreiben. Diese sollen aber stiindig der der nichtholonomen 
genugen, wobei jetzt 
(115) 
zu setzen ist (entsprechend muss man sich auch in G , G  
die speziellen Werte (111) eingesetzt denken). Damit ist die 
Anzahl der Freiheitsgrade wieder gleich drei. Wird die Lagran- 
gefunktion (109) durch die y ausgedriickt (unter Forderung 
der nichtholonomen Nebenbedingung (114) ), so lauten die La- 
grange-Gleichungen fiir die Funktionen 
a , - z q y  I a a = 2 y v , - y  ~ %-2v,v,+y,, aq=l-ylt_~*-~A+~a 4 
1 (f) 
L - I, L , 3 , Y .  
Dabei ist der Lagrange-Multiplikator A (t) eine weitere 
(fiinfte) unbekannte Funktion (mit (114) und (116) sind auch 
funf Gleichungen zu erfiillen). 
Urn die Umformungen an (116) iibersichtlich zu gestalten, 
verwenden wir dazu die etwas verallgemeinerte Lagrangefunktion 
( 1  17 1 L = 2  (g%+~*+y:~ zj: f(% ns 1 j ' 1  * 
L -f 
E&, ,y, ,y,) 
stetlg differenzierbare Funktionen, die spater wieder spezia- 
lisiert werden sollen. Von der besonderen Form (106) der Funk- 
tion @ machen wir in diesem Abschnitt kelnen Gebrauchi im 
Hinblick auf 3.1. lassen wir hier sogar eine explizite Zeitab- 
hugigkeit von (b zu. 
sind zuniichst beliebige, in allen Argumenten 
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Unter Verwendung der Beziehung (86), die sich mittels 
Zeitableitungen auch als 
schreiben lasst, findet man fur die Lagrangefunktion (1 17) 
den Ausdruck 
wobei aus dem 1. Kapitel die Abkiirzung 
4t= J 
i - r , 2 , 3  
C = 1,2,3,4 
iibernommen wurde. , bLt P, , r, muss man slch gemass 
(113), (82) und (58) durch die lf ausgedruckt denken. Durch 
Differentiation von (119) ergibt slch 
wornit die Lagrange-Gleichungen (116) als 
angeschrieben werden kiinnen. Die Summe iiber den Ausdruck In 
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der geschweiften Klammer vereinfacht sich durch Ausdifferen- 
zieren zu 
wodurch (116) die folgende Gestalt annimmt: 
Nun soll die Grijsse A unter Verwendung der Nebenbedingung 
(114)  elirniniert werden. Dazu erinnern wir daran, dass wegen 
(80) und der Orthogonalitat der Matrix (&) 
Y 
(121 1 p L k a , - o  > i - 1,2,3 
-9 
gilt. Durch Multiplikation der k -ten Gteichung von (120) mit 
ar und Summation iiber k ergibt sich wegen (121) 
Zur weiteren Urnformung setzen wir die zur Matrix 
rende Orthogonalitatsrelation ( 8 5 ) ,  die auch als 
(b,.,,) geho- 
geschrieben werden kann, in den zweiten T e r m R  der linken 
Seite von (122) ein. Wir finden 
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Partlelle Differentiation von (121) nach I++ erglbt 
womit slch n welter verelnfachen lasst: 
Y 
Setzt man dies in (122) eln, und verwendet man zuglelch die 
aus (80) und (85) folgende Bezlehung 
Y 
so geht (122) iiber In 
wlrd die Nebenbedlngung (114) gefordert, so folgt aus (124) 
sofern $ + 4 a + % L + ~  und C G + O  1st. Die erste Bedlngung, 
naml.ich dass die 
restrlnglerten Dreikorperproblems immer erfallt, wie Im nach- 
sten Abschnitt ausgefiihrt werden wird. Dagegen kann sehr wohl. 
L+i,-Achse nicht erreicht wlrd, 1st lm Fall. des 
4 oder r, verschwlnden (Zusammenstoss des MoblLs mlt einer 
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der zentralen Massen). Aus Stetlgkeltsgriinden gilt aber auch 
dann A= 0 . Jetzt lauten also die transformierten Bewegungs- 
glelchungen (1 20) 
Die Anfangswerte der Lagekoordinaten fur das System (126), 
ergeben sich aus den Anfangswerten (112) durch Anwendung des 
am Schluss von 1,4. beschrlebenen Rucktransformationsverfahrens 
mlt elnem beliebigen Wlnkel ( yo hat jetzt eine andere 
Bedeutung als In 1.4 .) . 
Die Anfangswerte go der Ableltungen miissen dann natiirllch 
so bestlmmt werden, dass sle zusammen mlt die Nebenbedln- 
gung erfiillen (es wurden ja von Anfang an nur solche Geschwin- 
dlgkeltsvektoren zugelassen). Dies 1st der Fall, wenn wlr ge- 
mxss (89) 
setzen. Die Losungen r;fb) des Systems (126) mlt den Anfangs- 
bedlngungen (127) und (128) erfiillen nun die Nebenbedlngung 
wirktlch zu ailen Zeiten, wle (124) m i t  A - 0  zelgt. 
Wlr haben somit durch die DlfferentiaLgleichungen (126) 1md 
die Anfangsbedlngungen (127) und (128) in S eine "korrespon- 
dierende Bewe-" zur urspriingllch In S3 durch die Lagrange- 
funktion (117) und die Anfangsbedingungen (112) gegebenen Be- 
wegung konstruieren k6nnen. Alae Geschwlndigkeltsvektoren 
4 
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4 der Bahnkurve in S erfiillen die Nebenbedingung, und durch 
die B3-Transformation wird die Bewegung in s auf die Bewe- 
gung in 
dinaten gel6ste Problem der Transformation einer Kurve c" 
von S in eine Kurve c von s ist also hier mit Hilfe der 
Dlfferentialgleichungen von c* und c automatisch gelost 
worden. 
4 
S3 abgeblldet. Das in 1.6. rnittels elliptischer Koor- 
3 4 
Man darf aber jetzt (im Cegensatz zu 1.6.) zulassen, dass 
3 die im Endlichen von S gelegene Kurve c* die X-Achse 
schneidet (ausserhalb der Zentren). Da die Punkte v,-V,--O 
durch die B3-Transformation auf die Punkte 
bltdet werden, schneidet die zu c* gehorende Kurve c die 
V,,b-Ebene. Die Schnittpunkte liegm aber alle ausserhalb 
der 4-Achse und der unkonformen Punkte. Da sich die Differen- 
tialgleichungen (126) in diesen Schnittpunkten regulgr verhal- 
ten, lasst sich die Kurve c ohne weiteres iiber einen solchen 
Punkt hinaus fortsetzen. 
)" =A = 0 abge- 
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2.2. Transformation der Zelt 
Zur Diskusslon der regularislerenden W-rkung der B3-Transfor- 
rnation spezialisieren wir jetzt die Dlfferential,glelchungen 
(126) auf die Lagrangefunktion (109); wir setzen also 
wodurch (126) in 
iibergeht. Glelchzeltig legen wir der Funktlon @ wieder die 
spezielle Bedeutung (106) zu; insbesondere soll also wieder 
gelten. Daraus lasst sich die Existenz eines Energieintegrales 
folgern, indem man die k-te Gleichung von (130) mit 
multipliziert, iiber k summiert und nach t integriert. Ein- 
facher bekommt man dieses Resultat durch Uebergang zu den 
Birkhoffschen Koordinaten in (1  07) : 
Die Singularitat beim Verschwinden eines der Abstade C , c  
ist in den Gleichungen (130) immer noch vorhanden. In Anteh- 
nung an bekannte Methoden (2.B. Levi-Civita [3] ) versuchen 
wir, durch Verwendung des Fnergleintegrals und durch Einfiih- 
rung elner neuen unabhangigen Variablen aus (130) regulare 
Gleichungen zu bekommen. 
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Wir multiplizieren zu diesem Zweck (130) mit r,G/($+GA+’5-) 
und ersetzen den dritten Term mittels des Energiesatzes (131): 
Wird nun ansteLle der Zeit 
durch die Beziehungen 
t die neue unabhangige Variable S, 
(134) dt = r;r, 
4 
eingef~hrt, so geht (132) in 
uber. Einsetzen der in (106) definierten potentiellen Energie @ 
in (135) ergibt schLiessLich nach Kurzen mit 6 bzw. in 
der geschweiften KLammer 
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Denkt m a n  sich im Differentialgleichungssystem (136) A) p, 
4 6 ' A  gemass (113), (58) und (82) (mit c " ~ )  durch die 5 
ausgedriickt und die partiellen Differentiationen ausgefiihrt, 
so erkennt man, dass dieses Gleichungssystem beim Verschwinden 
von 5 bzw. G nicht mehr singular 1st. Mit dem Differentiat- 
g l e l  chungssystern (136) ist aLso die simultane R e ~ l a r i s i e r u n n  
beider KoLlisionen im raumlichen restringierten Dreikorperpro- 
blem Releistet. 
Hingegen ist das System (136) in allen Punkten der v,-Achse 
+ y =  + Y,* = o  singular. Dies schadet aber der Regularisie- 
rung nicht, denn jene Punkte sind Urbitder des unendlich fernen 
Punktes des physikalischen Raurnes 
Mobil in endlicher Zeit nicht erreicht. 
S3. Sie werden somit vom 
Nebenbei sei erwiihnt, dass in Ehnlicher Weise bei der ebenen - Birkhoff-Regularisierung [6] der Nullpunkt als Urbild des Un- 
endlichen singullr wird. 
Naturlich miissen zur Integration von (136) die Anfangsbe- 
dingungen (128) auf die regularisierende Zeit S, umgerechnet 
werden : 
Die Energiekonstante h kann aus den Anfangswerten im physika- 
lischen Raum mit Hilfe von (107) berechnet werden. 
Die GestaLt der Gleichungen (132) legt es nahe, eine von 
(133) abweichende Zeittransformation zu verwenden: 
b ezi ehungsw ei s e 
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Die Regularisierungseigenschaften von (133) und (138) sind 
dieselben. Die Differentiale ds, und & unterscheiden sich 
ja nur durch den Faktor v, f v ,  +YJ , der fur endliche Zei- 
ten immer positiv und endlich bleibt. 
& S A  
Mit S als unabhagiger Variablen findet man aus (132) die 
regularisierten Bewegungsgleichungen 
Fur die Anfangswerte der Ableitungen gilt hier 
Die Verwendung von 5 als unabhangige 7ariable liefert et- 
was einfachere Differentialgleichungen; 2.B. treten in (140) - 
im Gegensatz zu (136) - die ersten Ableitungen &/ds li- 
near auf. Dagegen ist der Parameter S, fur numerische Rech- 
nungen etwas besser geeignet, wie in 2 . 4 .  ausgefuhrt werden 
SOLL . 
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I 
2.3. Formelzusammenstellung , 
Im Anschluss an die Aufstellung der regularisierten Bewegungs- 
gleichungen fiir das restrlngierte Drelkorperproblem soll jetzt 
eine Uebersicht iiber die wichtlgsten dabei aufgetretenen For- 
meln gegeben werden. Wir ordnen die Gleichungen derart an, dass 
dieser Abschnitt a l s  Grundlage fur d j e  HemtelLung e:r;es Corn- 
puterprogramms dienen kann. 
I 
In dem restringlerten Dreikorperproblem, das durch einen 
spezlellen Wert des Parameters 
(siehe 2.1. I ) ,  soll die Bewegung ~ ( t )  des Mobils kl. lm 
rotierenden Koordinatensystem Y,, x,yJ aus Anfangstage 4@) 
und. Anfangsgeschwindigkeit 2 (0) bestimmt werden. Gemass 
(112) 1st also fur die Zelt 
/u ( O c p e  7) gegeben ist 
d - 0  
x(0) - .)$#E ? Jj (0) - y ; p  
gegeben ( der Index /* durchlauft in diesem Abschnltt immer 
die Werte (2,3 ; k und e jedoch laufen von 4 bls 4 ). 
Damit lassen sich die anfkglichen Abstiinde qo,?+ des Mobils 
von den Zentren aus den zu (103) analogen Gleichungen 
berechnen. Nun ergibt sich die in den regularisierten Differen- 
tialgleichungen auftretende Energiekonstante h aus der Be- 
ziehung 
welche aus (106) und (lo?) folgt. 
"ule knfangsiage 4,E fiir die Bewegung l r n  vierdimensionalen Pa- 
4 rameterraum S kann nach dem am Schluss von 1 . 4 .  beschriebenen 
Riicktransformationsverfahren ermittelt werden. Dieses Ziel kann 
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man auch erreichen, indem man zunachst gemass (95 ) ,  (97) und 
(96) die elbiptischen Koordinaten , 7 ,  x des Mobils und 
die Hilfsgrossen 5 ~ ?* berechnet: 
2 
+f 
6 0  - -bo 3 1 -  2 e = G o  + G.0 
Hernach liefert die Gleichung ( g g ) ,  d.h. 
direkt die Anfangslage %,o . Der Winkel (f ist beliebig; ein 
gunstiger Wert ist z.B. (Naheres dazu folgt in 2.4 . ) .  
Jetzt konnen die partiellen Ableitungen bJk fur den Anfang 
der Bewegung aus der Tabelle (82) berechnet werden (dort 1st 
jetzt C = -  .I und % = y o  zu setzen). 
v-0 
2 
In dieser Zusammenstellung beschranken wir uns nun auf die 
Angabe der Formeln, welche bei Verwendung des in (133) defi- 
nierten Parameters 5, als unabhangige Variable zur Anwendung 
kommen . 
Die Gleichung (137) erlaubt jetzt noch die Berechnung der 
"Anfangsgeschwindigkeit" */&, in den regularisierenden 
Variablen fur den Parameterwert s , = O  : 
Damit sind die Anfangswerte bekannt, mit welchen nun das regu- 
1 ari s i ert e Di f f erent i a 1 gl eic hungssy s t em ( 1 36 ) , 
. 
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integriert werden muss. Urn dieses Differentiatgteichungssystem 
exptizite hinzuschreiben, rnussen fur die A,& die Ausdriicke 
zus der TabeLLe (82) (mit C =+ ) eingesetzt werden. Ferner 
sind e ,  c,yJ durch die aus (58) und (113) iibernommenen Aus- 
drucke 
a 
(y+) + K'+v,'+v; 
24- 
( 5 7  1 y c =  
zu ersetzen, und schliesslich mussen die partiellen Differen- 
tiationen der geschweiften Klamrnern nach den y exptizite 
ausgefuhrt werden. 
Die Anwendung eines numerischen Integrationsverfahrens auf 
das obige Differentiatgteichungssystem liefert fiir diskrete 
Parameterwerte S, jeweits den Punkt v, der Bahnkurve in 
S und den zugeherigen Tangentiatvektor %/ds, . 4 
Aus 5 ergibt sich durch Anwendung der B3-Transformation 
(113) der Punkt 
auf der Bahn des Mobils im 
sollen auch die Abst;inde 
Gteichungen (58 )  berechnet 
physikalischen Raum S3. Fur spater 
r,,r, aus den oben wiederholten 
werden. Interessiert man sich fiir 
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den zeitlichen Verlauf der Bewegung des Mobils, so bekomrnt man 
die Zeit t , zu welcher sich das Mobil im Punkte 4 befindet, 
durch nurnerische Quadratur aus der aus (134) folgenden Gleichung 
t cia . 
0 
ZUr Besbirnrnung der Geschwindigkeit 9, des Mobils i r n  Punkte 
yi rniissen zuerst die Grossen b,, aus der Tabelle (82) fur 
den F’unkt V, berechnet werden. Damit lasst sich dann die aus 
(71) und (134) folgende Gleichung 
auswerten. 
Es 1st moglich, die so gewonnenen Resultate auf zwei Arten 
zu kontrollieren (Rundungs- und Abbrechfehler bei der numeri- 
schen Integration!). Erstens mussen die regularisierten Koor- 
dinaten 4 und ihre Ableitungen a/&, die Nebenbedingung 
(81 ) erfiil ten, 
Y 
b#k% = 0 , 
-4 
und zweitens muss die Energiegleichung 
durch die Lagekoordinaten und die Geschwindigkeit des Mobils 
befriedigt werden. 
Bei einer Kollision des Mobils mit einern Zentralkorper ver- 
sagen die Forrneln zur Berechnung der Energiekonstanten h 
und der Geschwindigkeitskomponenten 9, 
Abschnitt 2.5. diskutiert werden. 
. Dieser Fall wird im 
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2.4. Hinweise zur numerischen BehandlunR 
Die numerische Losung der regularisierten Bewegungsgleichungen 
fur das rXumliche restringierte Dreikorperproblem erfordert 
neun Integrationen (acht fur das Differentialgleichungssystem 
(136) bzw. (140) und eine fur die Zeitberechnung); das sind 
drei mehr, als fur die L o s u n g  desse!bt?r: PrabLeiiis oiiiie Reguiari- 
sierung benotigt werden. Diesem Nachteil steht einmal der Vor- 
teil gegenuber, dass bei der Integration des regularisierten 
Systems nebst dem Energieintegral auch die Nebenbedingung (82a) 
zur Kontrolle der Genauigkeit gebraucht werden kann (siehe 2.3.). 
8 
Das wichtigste 1st aber, dass es durch die Regularisierung 
moglich wird, beliebige, im Endlichen des physikalischen Rau- 
mes verlaufende Bahnen ohne besondere Massnahmen zu berechnen. 
Eine zufallig auftretende Kollision des Mobils mit einem Zen- 
tratkorper stort die Rechnung gar nicht. Die auffalligste Er- 
scheinung in einem sotchen Fall ist die automatische Anpassung 
des Zeitschrittes bei gleichbteibender Schrittlkge in der un- 
abhzngigen Variablen S, bzw. S . Die Beziehungen 
zeigen, dass der Zeitschritt bei jeder AnnXherung des Mobils 
an eines der Zentren stark verkleinert wird. 
Nach dem Formetsatz 2.3. wurde ein ALGOL-PrOgramm zur nu- 
merischen Losung des raumlichen restringierten Dreikorperpro- 
blems aufgestellt. Die Experimente auf einer Rechenanlage 
Control Data 1604 haben alle Erwartungen erfullt. Piese Rem'.- 
tate werden aber in einer gesonderten Publikatinn erscheinec. 
Aus (143) ist ersichtlich, dass bei Verwendung der unabhan- 
gigen Variablen S der Nemer ~ * c r t + r /  den Zeitschritt 
- in schwer voraussehbarer Weise verandert. Dies wirkt sich be- 
sonders dann ungilnstig aus, wenn der Nenner klein ist und der 
Zeitschritt daher sehr gross wird. Ein solcher Fall liegt 2.B. 
vor, wenn sich der Punkt auf seiner Faser in der Nahe des 
innersten Punktes befindet ('siehe 1.4. ) . 
Vor allem bei Verwendung der unabhangigen Variablen S 
braucht man deshalb ein Verfahren, urn eine starke Annaherung 
der Bahnkurve in S an die v, -  Achse zu vermeiden. Im folgen- 
den wird eine solche Methode kurz beschrieben. 
4 
In 1.4. wurden die automorphen Transformationen & einge- 
4 filhrt. Das sind Abbildungen des Raumes S auf sich, bei denen 
die Fasern in sich ubergehen. Da alLe Punkte einer Faser den- 
selben Bildpunkt in S haben, kann die Bahnkurve in S unter 
Verwendung von gv rnodifiziert werden, ohne ihr Bild in S3 
zu andern: Fur einen frei wahlbaren Parameterwert s wird die 
Bewegung in S unterbrochen und Endlage 1 und Endgeschwindig- 
keit - V I =  &/& einer automorphen Transformation gp un- 
terworfen. Mit den transformierten Grossen &*,_v'* aLs Anfangs- 




Besonders einfach wird dieses Verfahren durch Verwendung der 
speziellen automorphen Transformation , die sich mit 
c = L L  , y - W  aus (45) ergibt: 
Damit transformieren sich die Ableitungen nach s Wie folgt: 
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Ein Kriterium zur Entscheidung, warm & 
soll, liefert die aus ( 1 4 4 )  folgende Beziehung 
ausgefiihrt werden 
Die Transformation g= 
ihre Anwendung der Abstand von der v4-Achse vergrZjssert wird, 
d.h. wenn 
1st nur dann von Nutzen, wenn durch 
d T  4 +k > &- 
gilt. Dies ist nach ( 1 4 6 )  der FaLl, wenn 
1st. Jedesmal, wenn nach einem Integrationsschritt das Kriterium 
( 1 4 7 )  erfullt ist, sollte somit die Transformation gz 
gefuhrt werdsn. Nachher gilt dann gemass ( 1 4 4 )  und ( 1 4 7 )  
durch- 
so dass das Kriterium ( 1 4 7 )  die Transformation g= 
mals verlangt. 
nicht noch- 
Fiir die ebene Birkhoff-Transformation bedeutet diese Technik 
-den Uebergang zum inversen Funkt in der V,, v, -Ebene. 
Das besondere Verhalten der q-Achse legt den Wunsch nahe, 
eine regularisierende Transformation zu finden, die keine neuen 
SingularitZten elnschleppt, also keinen endlichen Punkt des 
Parameterraumes S in den unendlich fernen Punkt des physika- 
lischen Rsumes S3 wirft. Im ebenen restringierten Problem er- 
fullt die Transformation von Thiele [7] diesen Wunsch. Es 1st 
aber nicht bekannt, ob sie slch auf dreidimensionale Probleme 
verallgemeinern Lasst. Auf alae Falle mussten transzendente 
Funktionen eingefuhrt werden, die zu recht verwickelten 
Differentialglelchungen fuhren wurden. 
4 
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2.5. Kollisionsbahnen 
Eine durch das Differentialgleichungssystem (136) oder (140) 
definierte Bahnkurve in S heisst Kollisionsbahn (Ejektions- 
bahn), wenn sie durch einen der unkonformen Punkte (7, o,o,o), 
fl = k  , geht. D a m  stosst namlich das Mobil In S mit dem 
an der Stelle (7 ,&, 0 , O )  gelegenen Zentralkbrper zusarnmen. 
Urn das Grenzverhalten der Geschwindigkeit bei einer Kollision 
zu untersuchen, schreiben wir die Energiegleichung (107) (mit 
@ aus (106) ) mittebs der unabhangigen Variabten s, (Ab- 
leitungen nach % werden In diesem Abschnitt durch Striche 
bezeichnet). Zunachst fiihrt die Zeittransflormation (133) die 




4 + 6  - 
uber, womit sich dann aus (107) unschwer die Beziehung 
ergibt. Bei einem Zusamrnenstoss des Mobils mit der zentralen 
Masse /Lc werden die Grenzwerte 
4 (149) 5-2, y r , Y , , V 4 Y  0, q-+.I, r, --t 0 
angenommen; damit folgt aus (148) 
Analog ergibt sich fur den Stoss mit ( 4-p ) 
Will man nun das Anfangswertproblem des Systems (136) in 
einer Kollision drin losen (es sei dort 4’0 ), so muss man 
die Anfangswerte g’ SO w$ihlen, dass sie  (150) bzw. (151) er- 
. - 69 - 
fiillen. D a n n  LLsst sich aber die Energiekonstante /L aus den 
Anfangswerten nicht mehr bestimmen, wie ( 1 4 8 )  zeigt . Vie'lmehr 
kann 
gung (150) bzw. (151) verlorenen Freiheitsgrad. Wegen der Re- 
gularitat der Differentialgleichung (136) im betrachteten Stoss 
(paremete-Yert 4-00 ), existiert d i e  ~ b n n g  des ~nfangs re r t -  
problems in einer Umgebung von s,-O und ist dort regular. 
Ob eine solche Losung far alle Zeiten analytisch fortsetzbar 
ist, wird hier nicht untersucht. Es miissten dazu die Methoden 
von Sundman [8] und Siege1 [g] an unseren Fall adaptiert 
werden. 
h vorgegeben werden als Ersatz fiir den durch die Bedin- 
Im Gegensatz zur Geschwindigkeit _ U i  (&> 4') 4') @? im 
regularisierten System ist die Geschwindigkeit des Mobi'ls bei 
einer Kollision unendlich g r o s s .  Urn die Stossrichtung aus der 
Richtung von u' ( zur Zeit des Stosses) zu bestimmen, betrach- 
ten w i r  das Mobil kurz nach einer Kollision mit dem durch das 
Vorzeichen von e gegebenen Zentralkorper. Seit der Kollision 
habe sich S, urn die kleine Gfisse AS, vergrijssert. Die 
Birkhoffschen Koordinaten des Mobils lauten dann in erster Na- 
herung 
Da dieser Punkt nahe bei einem der Zentren liegt, kann zu sei- 
ner Transformation in den physikalischen Raum S die Entwick- 3 
lung (42) gebraucht werden. Nach (41) lauten die dort verwen- 
deten Relativkoordinaten < fiir den Punkt (152) 
(153) 
- 
V, - &'AS, ,  k-2,3,4 . 
Beim Einsetzen dieser Grossen in (42) brauchen dort nur die 
Glieder 2.0rdnung beriicksichtigt zu werden, was dem Einsetzen 
von (153) in die KS-Transformation ( I )  entspricht: 
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--. -a - 2  - A  j&  = r: -v,--L:+v* 
(154) - 2 ( G & - e q )  
3 - 2(V79+v,q) , 
Da d i e  Richtung des durch d i e  Gleichungen (154) d e f i -  
n i e r t e n  Vektors (@,E,%) n i c h t  vorn Betrag von AS, 
abhangt,  stirnrnt diese Richtung m i t  ihrern Grenzwert f u r  As,-+o 
uberein.Aus diesern Grund kann j e t z t  i n  (153) AS, 
n i t i o n  von & b e l i e b i g  gewahlt werden, z .B .  & - I .  Nur urn 
d i e  Vernachlassigung d e r  hoheren Gl i ede r  zu legi t i rnieren,  
rnusste oben As, a l s  k l e i n e  Grosse vorausgesetzt  werden. 
zu r  Defi-  
Nun e r g i b t  s i c h  nach (41) d i e  Richtung des  S t o s s e s  a ls  d i e  
Richtung des  Vektors 
W i l l  man e i n e  i n  einern S t o s s  beginnende Bewegung i n  den 
Raum S ubertragen, s o  h a t  man urngekehrt zu r  gegebenen S t o s s -  
r i c h t u n g  e i n e  Anfangsgeschwindigkeit irn r e g u l a r i s i e r t e n  System 
zu f inden .  Ans te l l e  der  j e t z t  versagenden Gleichung (137) kann 
d a s  eben beschriebene Transforrnationsverfahren i n  umgekehrter 
Richtung verwendet werden. 
4 .. 
Die Richtung d e s  S t o s s e s  i n  dem durch das  Vorzeichen von 
= 4 bestirnrnten Zentrurn s e i  durch den E i n h e i t s v e k t o r  
gegeben. Auf d i e sen  Vektor muss nun d i e  Umkehrung d e r  KS-Trans- 
formation (154) angewendet werden. Dies kann wegen d e r  Normie- 
rung i n  (156) gernass (16) z .B .  durch den Formelsatz 
c;q'= 1 2 ( 4 + 3 )  , 
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.) 
geschehen. Der so bestimmte vektor (e, % /  G ,  G) 
(3) wieder ein Einheitsvektor. Aufgrund von (41),  (150) und 
(151 ) sind nun die Komponenten 4,; der Anfangsgeschwindig- 





Die Nebenbedingung ist in den unkonformen Punkten inhalts- 
l o s  und somit immer erfullt. 
Die Vieldeutigkeit bei der Uebertragung der Anfmgswerte in 
den Raum S kommt in diesem besonderen Fall durch die Bestim- 
m u n g  des Geschwindigkeitsvektors zustande, wahrend i m  Normalfall 
die Anfangslage in S vieldeutig ist (siehe Rucktransforma- 
tionsverfahren in 1 . 4 .  oder 2.3. ) . 
4 
4 
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3. REGULARISIERUNG VERWANDTER PROBLEME 
3.1. Das elliptische restringierte Dreikorperproblern 
Das elliptische restringierte Dreikorperproblem ist gegeniiber 
dem allgemeinen Dreikorperproblem dadurch charakterisiert, dass 
einer der drei Korper, das Mobil h~ , die Masse Null hat. Die 
beiden andern Korper, die zentralen Massen P-p)  und /u , be- 
wegen sich auf Keplerellipsen urn ihren Schwerpunkt g (der Fall 
hyperbolischer oder parabolischer Bewegung der Zentralkorper 
hat nur geringe Bedeutung und wird darurn hier weggelassen). Wir 
verwenden ahnlich wie in 2.1. ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system 7,) mit Nullpunkt im Schwerpunkt der zentralkorper. 
Das System rotiere mit der varlablen Winkelgeschwindigkeit 0 
SO urn die T,-Achse, dass die zentralen Massen standig auf der 
?,-Achse liegen. Der Drehwinkel bei dieser Rotation wird 
bei der Keplerbewegung als die wahre Anornalie des Korpers p 
urn 
zentren nicht fest; sowohl ihr gegenseitiger Abstand e als 
auch die Winkelgeschwindigkeit W hangen von ab. Die Abszis- 
sen der Zentren sind -,uelY;, bzw. fi-p)e&) . 
Langeneinheit sei die grosse Halbachse der relativen Kepler- 
ellipse (=Mittel aus Maximum und Minimum von e ) ;  die Umlaufszeit; 
betrage 2Z Zeiteinheiten. In den damit und durch die Bezeich- 
nung der Massen festgelegten Einheiten hat die Gravitationskon- 
stante aufgrund des dritten Keplerschen Gesetzes den Wert 1 .  
0 definiert. In diesem Koordinatensystem sind aber die 
Aus der Theorie der Keplerbewegung (siehe z.B. [ lo] ,  Band 1 )  
entnehmen wir die folgenden Beziehungen 
. 
= f  
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e < f )  1st die Exzentrizitzt, p -f-eS der Para- 
meter der Keplerellipse. Der zeitliche Verlauf wird iiber die 
exzentrische Anornalie E durch 
(161 1 fgf=dS4t I 
f I , F  -p,sh€ 
dargestellt (Keplersche Gleichung). 
Im Koordinatensystem ?, p ,  2, getten die folgenden 
Differentialgleichungen fur die Bewegung des Mobils: 
y, - 2 u 
9 s  - -9G/ay,  1 
- a’ T, - h 7. = - aG/a 7, 




G =- - - -  
das Gravitationspotential und 
von den Zentren bedeuten. 
y,.ya die Abstznde des Mobils 
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I wobei 
Man hat nun den Wunsch nach einern Koordinatensystern, in dern 
die Zentren wieder rest sind. Dies kann erreicht werden durch 
Einfiihrung der dimensionslosen Variablen vv;, r,,r, mittels der 
Gleichungen 
(163) 7i - e?‘ , i - * , 2 , 3  j Sf -eq , y, = er, . 
Aus der Definition der Abstande f,,pr folgt damit 
(164 1 
r, =&+p-7)*+x>y; . 
Nach einern Vorschlag von Scheibner [ I 1 3  ist die wahre Anornalie 
9 die richtige unabhangige Variable zur Beschreibung des 
elliptischen restringierten Dreikorperproblerns. Striche bezeich- 
nen i r n  folgenden Ableitungen nach . Die auf die neuen Va- 
riablen urngerechneten Differentialgleichungen lauten nach [12], 
~ 1 3 1  
A’ 
e 4 - =  /r .I+ecosy. 
1st. u, 1st eine zunachst noch beliebige Konstante. Fiir e-0 
wird das elliptische ZUITI kreisforrnigen restringierten Drei- 
korperproblem; andrerseits wird dann q p  - /  , v-k , 
woraus die Analogie von (165) zu den Differentialgleichungen. 
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Allerdings besteht doch ein wesentlicher Unterschied zwi- 
schen dem kreisformigen und dem elliptischen Fall: Da 8/p 
explizit von der unabhangigen Variablen y abhagt, existiert 
das Jacobi-Integral nicht. mltiplikation der i-ten Gleichung 
von (165) mit 2,’ und Summation iiber i ergibt die Beziehung 
I 
I 
die sich nicht in geschlossener Form integrieren lasst. 
Daraus kann man aber ais Ersatz fur das Jacobi-Integral 
durch Integration einen Arbeitssatz herleiten. Zu diesem Zweck 
m seien jetzt zum Anfangswert % der wahren Anomalie die dimen- 
sionslosen Koordinaten des Mobils und deren Ableitungen nachq 
gegeben: 
(168) h+-x, / JY%) = %,; 1 i = = < 2 , 3  . 
Die Integration der Gleichung (167) von der unteren Grenze 7L, 
5is zu einem atlgemeinen Wert von ‘)b ergibt nun 
wobei die Energiekonstante durch I 
gegeben ist. 
iirn jetzt noch d i e  in (166) auftretende Konstante u, zu spe- 
zifizieren, I”Uhren x:? z7&?8chst. die zu ye gehorenden Anfangs- 
werte <,,?& der Abstande C,c ein (sie ergeben sich durch 
Einsetzen von 
werden, dass 
-3,. in (164) ) .  u, soll nun so gewZhlt 
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wird. Somit mussen wir gemass (166) 
setzen. 
Die Gleichungen (165) haben dieselben Singularitaten Wie 
die Bewegungsgleichungen des restringierten Kreisproblems. 
Deshalb kann man zur Regularisierung des eLliptischen Problems 
so lange nach dem Muster im 2.Kapitel vorgehen, als dort das 
Jacobi-Integral nicht gebraucht wlrd. 
Wlr versuchen daher, dem System (165) elne Lagrangefunktion 
zuzuordnen und finden die zu (109) analoge Funktion 
Man beachte, dass .I + eCQS.)L nur von -p und nicht von den 
Yi abhangt. Der letzte Term von L enthalt die unabhangige 
Variable explizit (zeltabhangige Lagrangefunktion). 
Da L noch in die Klasse (117) von Lagrangefunktionen fKllt, 
bleiben alle in 2.1. angestellten Betrachtungen auch hier 
gultig. Es ist lediglich in den von dort Ubernommenen Bezlehungen 
t in abzuandern. Wir setzen zur Regularisierung des ellip- 
tischen Problems bei Gleichung (130) wieder ein. Angepasst an 
die Lagrangefunktion (173) und an die neuen Bezeichnungen, 
1 act et (1 30) 
0 
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Dabei muss m a n  sich wieder 
(58) und (82) ( C = &  ) durch die y ausgedruckt denken. 
A ,  9, 4 ,  bi4 m1tteI.s (113), 
Nach dern Vorgehen In 2.2. schreiben wir jetzt den Arbelts- 
satz (169) rnit Hilfe von (86) in den regularlsierten Koordi- 
naten % . Aus spater zu erlauternden Grunden formen wir gleich- 
zeitig das Integrai in ( - i@)  diii-ch pa?tie?.?e I n t e g m f i o n  um 
unter Benutzung von (171): 
MuLtiplikation von (174)  mit G f ~ / { % ' + & ~ + 4 * )  und Ein- 
setzen von (175) ergibt: 
Damit die regularisierten GLeichungen moglichst ubersichtlich 
werden, verwenden wir die der zweiten Zeittransformation (139) 
entsprechende Beziehung 
zur Einriinrung der neuen .;?abhZngigen Variablen . 
Bevor wir Z in (176) einfiihren, bernerkesi W i i . ,  dZSS d i e  
Funktion 
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* 
sowie ihre partiellen Ableitungen nach y bel beiden Arten 
von Zusammenstossen endlich bleiben. 
In dem im Letzten Term von (176) auftretenden Integral('@) 
substituieren wir jetzt den in (177) definierten Parameter 2 
a ls  neue Integrationsvariable: 
Wegen der Form (178) der Funktion W f i , ~ )  ist das Integral 
e bei allen KolLisionen eigentlich. Fur das ursprungtiche 
Integral in (169) ware diese Aussage nicht richtig gewesen. 
Durch die oben ausgefuhrte partielLe Integration wurden vom 
ursprunglichen Integral diejenigen Glieder abgespalten, die 
Singularitaten enthalten. 
Unter Verwendung von (177), (178) und (179) erhaLt man nun 
aus (176) als Schlussresuttat das bei alLen Kollisionen regu- 
tare System --
Dazu gehoren auch die regularen Differentialgleichungen fur 
8 und + aus (179) und (171): 
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Hier wurden noch die Anfangswerte fiir den zu y 9 %  
den (beliebig walbaren) Wert Z, von 2 angegeben. 
gehtjren- 
Im Gegensatz zum Abschnitt 2.3. kann jetzt bei einer nu- 
merischen Rechnung die der Zeit entsprechende Variable yl 
nicht nachtraglich bestimmt werden. Vielmehr muss )” mit (177) 
in das Differentiaigieichung3system eizhezngcr! werden, damit 
man bei jedem Schritt die Grundlage fur die Auswertung von (180) 
erhalt. Es entsteht somit eln simultanes System von zehn 
Differentialgleichungen erster Ordnung fiir y dY,/d” 
( / C - < Z , J , Y ) ,  6’ y ats Funktionen von 2 . 
Aus diesen Grijssen bekommt man die Koordinaten T~ des Mo- 
bits mit Hilfe der B3-Transformation (113) und der Beziehungen 
(160) und (163). Die physikalische Zeit ergibt sich ohne In- 
tegration aus der Kepler-Gleichung (161). 
Auch beim elliptischen restringierten Dreikorperproblem blel- 
ben die Ableitungen der ri; nach der unabh2ingigen Variablen 
(-2) immer endlich; insbesondere folgen aus dem Arbeitssatz 
(175) die zu (150) und (151) analogen Beziehungen fur einen 
Zusammenstoss des Mobils nit dem Zentralkorper p- bzw. (f-p) : 
Dabei ist der Grenzwert von p fur den betrachteten Stoss. 
Der Faktor 8 riihrt von der Verwendung der zweiten Zeittrans- 
formation her. 
Das ebene elliptische restringierte Dreikorperproblem 1st 
schon 1964 von Szebehely und Giacagiia [I41 n?gdlaYiSiert 
worden. Im Gegensatz zu unserem Differeniiaig:e:ch:~~S~r~~em 
mussten aber dlese Autoren ein Integro-DifferentiaLgleichungs- 
system benutzen. 
- 
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3.2. Ausblick 
Neben den bis jetzt besprochenen gibt es noch einige Varianten 
des Dreikorperproblems, die sich mit der KS- oder der B3-Trans- 
formation regularisieren lassen. Diese Beispiele solten je- 
doch nur noch kurz gestreift werden, da bei ihnen der Nutzen 
einer Regularisierung noch fraglich ist. 
Da ware zunachst das Hillsche Mondprobtem (siehe 2.B. [ lo ] ,  
Band 2!), das Problem der Bewegung des Mondes urn die Erde bei 
Berucksichtigung des Einflusses einer unendlich weit entfernten 
Some (von unendlicher Masse). Da hier nut- eine Singularitat 
vorliegt, lasst sich die Regularisierung mit der KS-Transfor- 
mation nach den i n  [2] angegebenen Methoden erreichen. 
Zwei Singularitaten sind in den Gleichungen der Bewegung 
eines MobiLs urn zwei im Raurn fixierte Zentren vorhanden (ZWei- 
zentrenproblem, [ I O ] ,  Band 2). In diesem Fall. lasst sich ohne 
weiteres mit der B3-Transformation regularisieren. Da das Zwei- 
zentrenproblern aber mittels eiliptischer Funktionen exakt ge- 
lost werden kann, verliert die Regularisierung an Bedeutung. 
Eine Anwendung des Zweizentrenproblems hat Vinti [ I 5 1  ge- 
funden. Er zeigte, dass die Bewegung eines Sateltiten um die 
abgeplattete Erde naherungsweise als Bewegung um zwei feste, 
i r n  Komplexen gelegene Massenpunkte aufgefasst werden kann. 
Moglicherweise kann hier die Birkhoff-Regularisierung die Sta- 
bilitatseigenschaften bei der numerischen Integration verbes- 
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